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Mengenbegriff und Mengendarstellung

Definition Eine Menge, ist die Zusammenfassung bestimmter,
wohlunterschiedener Objekte unserer Anschauung und
unseres Denkens — welche Elemente der Menge genannt
werden — zu einem Ganzen.

Definition der Menge nach G. Cantor (1845 — 1918), deutscher Mathematiker

Der Mengenbegriff.

Dieser Mengenbegriff darf nicht mit dem umgangssprachlichen Begriff Menge im
Sinne von viel verwechselt werden.

In der Definition bedeutet bestimmte Objekte dass genau entschieden werden muss,
ob das Element zur Menge gehort.

Wohlunterschieden bedeutet, dass jedes Element nur einmal in der Menge enthalten
ist, also nicht mehrere derselben Elemente in einer Menge vorhanden sein durfen.
Das mehrfach vorkommende Element wird nur einmal in der Menge aufgefihrt. Eine
Menge, die kein Element enthélt, wird leere Menge genannt.

In den folgenden Ausfiuihrungen werden Begriffe und Eigenschaften von Mengen an
Beispielen verdeutlicht, bei denen die Elemente der Mengen durch mathematische
Kriterien beschrieben sind, also hauptséchlich Zahlenmengen.

Mengen werden dargestellt mit Hilfe der Mengenklammern in denen die Elemente
aufgezahlt werden oder in denen die Elemente beschrieben werden.

Eine andere Darstellung ist das Mengendiagramm (Euler — oder Venn — Diagramm).
Dabei werden die Elemente in das Diagramm eingetragen.

Darstellung von Mengen.

Symbole flr Mengen sind grol3e Buchstaben, z.B.

Symbole fiir Elemente sind z.B. kleine Buchstaben oder auch Zahlen

A b,c Xy, .12 3,99,...

Mengenschreibweise'in aufzahlender Form: A = {a; b;c;d}

sprich: A ist die Menge mit den Elementen a, b, c, d

ae A sprich: aist Element von A
bg A  sprich: b ist nicht Element von A
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Die "Menge" B={a;b;c;a;d}
ist keine Menge, da das Element a zweimal darin vorkommt.
Richtigist: B={a;b;c;d}

C={}=0 heiBtleere Menge, sie enthalt kein Element.

Mengenschreibweise in beschreibender Form:
B={x|-3<x<1Aa xist eine gerade Zahl }

sprich: B ist die Menge aller Elemente x, fur die gilt: x ist gré3er oder gleich =3 und
kleiner oder gleich 1 und x ist eine ganze Zahl.

Darstellung einer Menge im
Mengendiagramm.

%

B

Beispiel: Die Menge M der geradennattrlichen Zahlen zwischen 9 und 25 soll in
aufzahlender und beschreibender-Form — sowie im Mengendiagramm angegeben
werden.

aufzahlende Form: M ={10;12;14;16;18;20;22;24 |

beschreibende Form: ‘M = {x+ 9 < x < 25 A X = 2n A nist naturliche Zahl }

Mengendiagramm:
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Beispiel: Die Menge A ist in aufzahlender Form geschrieben. Es soll eine
beschreibende Form entwickelt werden.

A ={14;9,16;25|
Das ist die Menge der Quadratzahlen zwischen 1 und 25.
A ={x]1<x <25 X =n? A nisteine natirliche Zahl }

Eigenschaften von Mengen

Durch die Angabe der Kriterien fur die beschreibende Form von Mengen werden die
Elemente der zu bestimmenden Menge aus einer umfangreicheren Menge
ausgewahlt.

Beispiel:
A ist die Menge aller naturlichen Zahlen zwischen 1 und 10 und die Elemente sind
Quadratzahlen.

A ={ x| x ist eine naturliche Zahl A 1 < x < 10 A.Xxisteine. Quadratzahl }

B ist die Menge aller nattrlichen Zahlen zwischen 1 und 10.

B = {x | xisteine natirliche Zahl A 1'< x <10}
C ist die Menge der natirlichen Zahlen.
C ={0;1,23;45,.. |

In dieser Beschreibung treten drei Kriterien auf, die ausgehend von einer
Grundmenge

( Menge C) uber eine Obermenge ( Menge B ) zu der zu bestimmenden Menge A
fuhren.

C={0;1,23;4,5..4B={1,284,56,7,8,910, A={149]

Bei der Betrachtung der Mengen A, B, C zeigen sich bereits bestimmte
Eigenschaften von Mengen:

Die Menge der natirlichen Zahlen hat unendlich viele Elemente. Sie wird im
Gegensatz zu den Mengen A und B, die endlich viele Elemente enthalten, als nicht
endliche Menge bezeichnet.

Weiterhin ist erkennbar, dass alle Elemente von A in B und C enthalten sind und alle
Elemente von B auch in C enthalten sind. Dieser Sachverhalt wird mit dem Begriff
Teilmenge definiert.
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Definition Eine Menge A ist Teilmenge einer Menge B, wenn jedes Element von
A auch Element von B ist.

Symbol fir Teilmenge: <

A c B sprich: Aist Teilmenge von B

A c B < furalle Elemente x e A gilt: xe B
Entsprechend dem obigen Beispiel gilt also:
AcBABcC=AcBcC

Jede Menge ist Teilmenge von sich selbst ( unechte Teilmenge )
D={1,2,3} A E={1;2,3} = DcE

Die leere Menge ist Teilmenge einer jeden Menge.. {} cE

A={x|2<x<5}y A={23;4,5}
Der Index N bedeutet,
die Elemente der Menge entstammen der Grundmenge der naturlichen Zahlen.

Meist werden die Kriterien fir Mengen so gewéhlt, dass ihre Elemente einer
Grundmenge entnommen werden, also die zu bestimmende Menge Teilmenge der
Grundmenge ist. Da diese Grundmengen in der Mathematik oft Zahlenmengen sind,
wird die Schreibweise dadurch vereinfacht, dass die Grundmenge als Index der
Mengenklammer hinzugefuhrt wird.

Vergleicht man zwei Mengen miteinander, so ist eine Ordnungsstruktur im Sinne von
grof3er oder kleiner als nicht sinnvoll. Der Vergleich zweier Mengen kann sich daher
nur auf andere Eigenschaften beziehen, so z. B. auf die Anzahl der Elemente. Diese
Anzahl bezeichnet man als Machtigkeit der Menge. Die Zahl selbst heif3t
Kardinalzahl.

C ={a;b;c} D={123;4}
Symbol fiir die Machtigkeit bzw. Kardinalzahl card
card C=3 cardD =4
| Definition | Zwei Mengen heiRen dquivalent, wenn sie gleichmachtig sind.

A={1,23} ;cardA=3

B={xy;z} ;cardB=3

A ~B  sprich : Die Menge A ist aquivalent der Menge B
Symbol fiur Aquivalenz: ~
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Die Aquivalenz zweier Mengen lasst sich durch Zuordnung der Elemente feststellen.

Merke Zwei Mengen A und B sind aquivalent, wenn jedem Element von A genau
ein Element von B zugeordnet werden kann und umgekehrt.

Beispiel fiir die Aquivalenz zweier
unterschiedlicher Mengen.

Um die Gleichheit von Mengen festzustellen, muss geprtift werden, ob die beiden
Mengen dieselben Elemente enthalten.

| Definition | Zwei Mengen sind gleich, wenn sie dieselben Elemente enthalten |

Beispiel gleicher Mengen:
A={uv,w} B={uvw} alsoA=B

Die Menge A ist gleich der Menge B, da sie dieselben Elemente enthalt. Dabei ist die
Reihenfolge der Elemente unerheblich.

Auch Uber die Teilmengenbezeichnung kann auf die Gleichheit von Mengen
geschlossen werden.

Satz |Ist die Menge A Teilmenge der Menge B und die Menge B Teilmenge der
Menge A,
so ist die Menge A gleich der Menge B.

AcBABc A< A=B

Plausibilitatsbeweis:

A ist Teilmenge von B. Damit ist jedes Element von A auch Element von B.
B ist Teilmenge von A. Damit ist jedes Element von B auch Element von A.
Also sind beide Mengen gleich.
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Entwicklung der Zahlenmengen

In der Mathematik werden die Rechenoperationen mit Hilfe von Zahlen definiert.
Durch die Entwicklung der Rechenarten von der Addition bis hin zum Logarithmieren
wurde die Unzulanglichkeit der Zahlenmenge offenbar, mit der gerade operiert
wurde.

So bestand der zuerst bekannte Zahlenbereich aus Zahlen, die zum Abzé&hlen
bendtigt wurden, also die positiven ganzen Zahlen, die als natuirliche Zahlen
bezeichnet werden.

In der Mengenlehre sind die Zahlen als Elemente von Zahlenmengen festgelegt, in
den sogenannten Standardmengen.

Menge der natirlichen Zahlen.

Symbol: N N={0;1,23;4;...} 0eN

Definition Die Menge der naturlichen Zahlen N enthalt die Zahlen, die zum
Abzahlen bendtigt werden einschlielich der Zahl Null.

Die Definition ordnet das Element O der Menge der natirlichen Zahlen N zu.
Obwonhl dies vom Begriff des Abzahlens nicht direkt einzusehen ist, wird dadurch
jedoch die Symbolik der Zahlengrundmengen vereinfacht. Aber auch die
Schreibweise von Indizes an Koeffizienten beginnt meist mit O.

8 +aX +ax* +...+a,x" neN

Innerhalb der naturlichen Zahlen ist die Verknupfung Addition abgeschlossen, d. h.
die Addition zweier natirlicher Zahlen fiihrt wieder zu einer natirlichen Zahl.

2+5 =7 a+b=c. abceN

Die Subtraktion ist in N nicht abgeschlossen, da nicht jede dieser Verknipfungen
wieder zu einem Element aus N fihrt.

5-8=-3 -3¢N

Die Zahlenmenge muss also so erweitert werden, dass die Verknipfung Subtraktion
uneingeschrankt moglichist. Diese Zahlenmenge ist die Menge der ganzen Zahlen.

Definition Die Menge der ganzen Zahlen enthélt die Elemente der Menge der
natirlichen Zahlen und alle negativen ganzen Zahlen.
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Symbol Z
Z={.-3-2-10123;..}

In Z sind die Verknupfungen Addition, Subtraktion und Multiplikation abgeschlossen.
Bei der Division zeigt sich jedoch wieder die Unzulénglichkeit dieser Zahlenmenge.

6:7:§eZ
7

Die Erweiterung der Menge der ganzen Zahlen um die Bruchzahlen fuhrt zur Menge
der rationalen Zahlen, in der die Division nahezu uneingeschrankt moglich ist.
Die Division durch Null ist nicht erlaubt.

Definition Die Menge der rationalen Zahlen ist die'Menge aller Zahlen g,

o m : :
fur die gilt: |g =—| und m ist Element der Menge Z und.n ist
n

Element der Menge Z ohne das Element 0.

Symbol @={Q|q=m/\m€Z/\n€Z*}
n

Nach DIN 5473 werden die Standardmengen mit einem Stern gekennzeichnet, wenn
das Element 0 nicht enthalten sein soll, also N',Z",Q",R".

Fur jede rationale Zahl gibt es unendlich viele Schreibweisen, so dass in der
aufzahlenden Form der Menge nur die Reprasentanten (nicht mehr kiirzbare Briche)
aufgefuhrt werden.

_ ¥4\
=B

4_6
8 3

Zusatzlich zu den rationalen Zahlen existieren auf dem Zahlenstrahl Punkte, die
keiner rationalen Zahl entsprechen, also nicht durch

q:m mitmeZ undneZ
n

dargestellt werden kénnen:

J22Q 7¢2Q sin(48%)eQ Ig2¢Q

Da diesen Zahlen wie den rationalen Zahlen wirklich ein Punkt auf dem Zahlenstrahl
zugeordnet ist, nennt man alle Zahlen, denen genau ein Punkt auf dem Zahlenstrahl
zugeordnet ist, die Menge der reellen Zahlen.

Definition Die Menge der reellen Zahlen ist die Menge aller Punkte des
Zahlenstrahls.
Symbol R
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In der Menge der reellen Zahlen sind die Verkniipfungen Addition, Subtraktion
Multiplikation, Potenzieren, uneingeschrankt und die Division ohne Divisor 0 méglich.

V-45 ¢ R log,(-8) ¢ R

Die Verknupfungen Radizieren und Logarithmieren sind nicht uneingeschréankt
maglich.

Diese Verknipfungen sind in einer nochmals erweiterten Zahlenmenge
abgeschlossen, der Menge der komplexen Zahlen.
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