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Losungen zur Differenzial- und Integralrechnung Il (Vermischt)

Ergebnisse

E1l |Ergebnisse

a) _ 16
Fensterbreite: b = ? ~2,309m
Fensterhohe: h = f b mitE:E- E:E-\/§undf(x):—x2+4
2 2 2\V3 3
2
wird h = — E\/§ +4=—£-3+4:—£+4:§z2,6m
3 9 3 3

Fensterflache: A=h-b = % /% ~ 6,158 m?

b) |Restflache: Flache unter der Parabel. minus Fensterflache.

Restflache: 32 8 |16 4,508 m?
3 3V3 —=—

E2 |Ergebnisse

a) |Die Wachstumsfunktion lautet:

1
N(t) = 5000 g4 ">

b) [Jeweils alle 11,106 Stunden verdoppelt sich die Anzahl der Bakterien.

c) |Im Mittel gibt es in.den ersten .80 Stunden 146570 Bakterien.

d) |Die Funktion m(x) = m bildet den Mittelwert der Wachstumsfunktion N(x).
Der Teil der Flache (Flache 1), der unterhalb von m(x) liegt, muss genauso
grol3 sein wie der Teil der Flache (Flache II), der oberhalb von m(x) liegt.
Das folgt aus dem Mittelwert. Da nun N(x) im Bereich von Flache |
unterhalb von.m(x).liegt; ist dort der Wert des Integrals negativ.

Da N(x) im-Bereich von Flache Il oberhalb von m(x) liegt, ist dort der Wert
des Integrals positiv. Bei Flachengleichheit muss demzufolge der Wert des
Integrals Uber den gesamten Bereich, der gemittelt wurde, gleich Null sein.

E3 |Ergebnis

Schnittpunkt mit dery — Achse: P, (0| -3)
Schnittpunkt mit der x — Achse : PX(In(4)|O) bzw. P, (139]0)

Tiefpunkt: Pvin (IN(2) | -4) bzw Py;,(0,69 | -4)
Wendepunkt: P.(0]-3)
Gekennzeichnete Flache: A= ‘—%‘ = 2 FE=4,5FE
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Al |Ausfuhrliche Lésung

Mathematisierung des Problems

Allgemein:

S(0[H)

SpeziellfurB=4m,H=4m

S(01]4)

I
I
I
|
I
I
I
I
I
|

b 2

2
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Al | Ausfihrliche Losung

3) | Ansatz: f(x) = a,x? + 4 Scheitelpunktform wegen S(0] 4)
P(2]10)=f(2)=0<a,-2°+4=0|-4

< 4da,=-4|:4

<a,=-1
Parabelgleichung: f(x) = —x* + 4

b b’ b?
Rechteckflache: A=b-h mithzf(zjz—(E] +4:_7+4

Das Maximum von A(b) ist zu finden (Extremwert)
A(b) = —%bi” +4b= A'(b) = —%bz +4=A"(b) = —%
Notwendige Bedingung fur Extremwert:

A'(b)=0<:>—§b2+4:0|:—4
4
@—§b2=—4|:(—§j
4 4
<:>b2:16|\/—

16
W W

Nur b, ist zu verwerten, da es keine'negativen Langen gibt.
Uberprifung auf Extremstelle:

A"(by)=A" 10Q_¢ E<O:>rel. Max. bei b, = 16
3) 2\3 3

Fensterbreite: b = ,/% ~2,309m
Fensterhbhe:h:f(gj % ,/ 16 _4 \/7 \/7 \/§undf( )—_X2+4
2 2 4
wirdh=-| 2.3 +4:——-3+4:——+4:—z2,6m
3 9 3 3
8 /16

Fensterflache: A =h-b = PR 6,158 m?
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b) | Restflache: Flache unter der Parabel minus Fensterflache.
Flache unter der Parabel:
2 2 1 2
JA f(x)dx = j (—x2 +4) dx = [——x3 +4x}
2 —2 3 -2
1 2 1 3
=—=-2°4+4.2—|—=-(-2) +4-(-3
3 32 a3
_ 8.5-8.58-16-10_32 1095m
3 3 3 3
Restflache: 28 16 4 4,508 m?
3 3V3 —
-3 3
A2 | Ausfuhrliche Lésung

a)

Ansatz firr die Wachstumsfunktion: N(t) =N, -e** mit N, = 5000

Nach 48 Stunden gilt: N5 =N, - €*** mit N5 =100000
Der Wachstumsfaktor k soll bestimmt werden.

Nag = No @1 Ng
o Nag _ gusk |In
NO
=N In[%J = In(e48"‘) = 48K |: 48
NO
o i-In Nag | _ k mit Zahlen wird k = i-In 100000 _ i-In(20)
48 No 48 5000 48

Der Wachstumsfaktor: k = 4_18 -In(20) ~ 0,0624

L in(20)t
Damit wird die Wachstumsfunktion zu: N(t) =5000-e*8
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b) | Verdoppelung der Anzahl der Bakterien
L in(20)t
Ansatz: 2-N, =N, -e48 |: N
iIn(20)-t
& 2=e% [In
in(2) =in| ™| L, (20)-t]: = 1In(20
<In(2)=Inje = In 1l ——In
(2) 151n(20)-t[:In(20)
In(2) 48-In(2)
7|n(20) In(20)
48
Jeweils alle 11,106 Stunden verdoppelt sich die Anzahl.der Bakterien.
A2 |Ausfiuhrliche Lésung

c) | Mittelwert tber die ersten 80 Stunden

180 180 N 80
m=—= [ N(t)dt=— [ Ny-e"" dt =2 ['e“"qit
80 ; 80 o 807

Substitution: u(t) =k -t = 3—? —k = dt = du

untere Grenze: u(0) = k+0.= 0/ ‘obere Grenze: u(80) = 80k

N, [ 15 N 8ok N
mzﬁ[g !; el duJ:S—(;’k[e“}O :8—0‘1((e80k—1)

mit N, = 5000/und k :4—18In(20) wird

80 5
- 5000 [ewln(zm : 1} off 2 {esln(m) ) 1}
—In(20 —In(20

5 5
_ 15000 4505 1|2 3000 | 505 1|« 146569767
5-In(20) In(20)

Im Mittel-gibt es in'den ersten 80 Stunden 146570 Bakterien.
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A2

Ausfiuhrliche Lésung

d)

N(x) =N, gk m(x) =m ist konstant (siehe Aufgabenteil c)
Wir bilden das Integral,

welches die Flache zwischen den beiden Graphen darstellt.
80 80 80 80
[(N(x)-m)dx= [ (No ek —m) dx =No [ €* dx—m | dx

0 0 0 0

80
Teilintegral I: I e** dx Losung durch Substitution u(x)=k-x
0

%:k:dx:ldu
dx k

untere Grenze: u(0)=0 obere Grenze: u(80) = 80k

80 . 180|( 1 80k 1
-([ekXdX:E £ el du:E[e”]o :E(eso"—l)
80

Teilintegral II: Idx = [X]80
0

0 =80
N SIOe"'X dx—mgjodx :&(e80k —1)—80m
0 K
0 0

Werte einsetzen:

5
N, =5000;k = 4—18|n(20) 'm = adtll [203 _1J

In(20)
1 5
&(GSOk _1) L80m= 15000 [e80-48In(20) _1] _80-3000 (203 _1J
k L2 In(20)
48
5 5
_ 240000( , 3 | 240000(, 5 .|_,

In(20) In(20)

Die Funktion m(x) = m bildet den Mittelwert der Wachstumsfunktion N(x).
Der Teil der Flache (Flache 1), der unterhalb von m(x) liegt, muss genauso
grol3 sein wie der Teil der Flache (Flache II), der oberhalb von m(x) liegt.
Das folgt aus.dem Mittelwert. Da nun N(x) im Bereich von Flache | unterhalb
von m(Xx) liegt, ist dort der Wert des Integrals negativ.

Da N(x) im Bereich von Flache Il oberhalb von m(x) liegt, ist dort der Wert
des Integrals positiv. Bei Flachengleichheit muss demzufolge der Wert des
Integrals Uber den gesamten Bereich, der gemittelt wurde, gleich Null sein.
Obige Rechnung zeigt, das dies der Fall ist.
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A3 | Ausfluhrliche Lésung

1. Achsenschnittpunkte

f(x)=e —4.¢*

Schnittpunkt mit der y — Achse:
ys=f(0)=e’-4-¢=1-4=-3=P, (0]-3)

Schnittpunkt mit der x — Achse :
f(x)=0 < e* -4.e* =0 (Exponentialgleichung)
Lésungsansatz durch logarithmieren
eX_4.e*=0|+4-&
< e =4-¢"|In( ) beide Seiten logarithmieren
o In(ezx):ln(4-ex)
& 2X- In( )=In(4)+xIn(e)
< 2x=In(4)+x|-x
< x=In(4)~139 = Nullstelle: P, (In(4)|0) bzw. P,(1,39]0)

A3 | Ausfluhrliche Lésung

2. Der Tiefpunkt

f(x)=e**—4.e*;f'(x)=2e** = 4e"); t!(x) = 4e** - 4e*
f'(x)=0< 2e** -4e¥=0

o207 =4.¢" |2

o e?*=2.e|In()

=N In(ez'x) = In(2-ex)

< 2x-In(e) =In(2)+x-In(e)

< 2x=In(2)+x=> X, =In(2) ist Stelle mit waagerechter Tangente
fr(xe)=f"(In(2))= 4 .22 _gq.eM3) - 4-(e'”(2)) —4."? mit e"? = 2 wird
f'(In(2))=4-2%-4-2=8>0= rel Min fur x, =In(2)

Yo = f(In(2)) =" —4.¢"?) = (e'“(z))2 —4.e"® =22 _4.2-4
= Pyin (IN(2)| -4) bzw Py, (0,69 | -4)
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A3 | Ausfihrliche Losung

3. Der Wendepunkt

f*(x)=0und f"(x)=0

f(x)=e**-4.e*;f'(x)=2-e**-4.e";f"(x)=4-e** -4.¢*;f"(x)=8-e -4.&*
f'(x)=0< 4-e**-4.e* =0

o 4-e**=4.€"|:4

o e?* =e* = x,, =0 denn 2x = x geht nur firx =0
f"(x,)=f"(0)=8-e°-4.€°=8-1-4.1=4 0 = x,, = 0 ist Wendestelle
f(x,)=f(0)=e’-4.¢°=1-4.1=-3=P,(0|-3)

A3 | Ausfuhrliche Lésung
4. Flache
In(4) In(4) In(4) In(4)
j f(x)dx = J' (ez'x—4-ex)dx= j e2X dx~4 [ e*dx
0 0 0 0
Teilintegral I6sen durch Substitutionsverfahren

.[ez'x dx Substitution: u(x) =2X = % =25dx = % du
X

1J'e“ du :ie” = J'ez'x dx :lez'X und mit Iex dx = e*
2 2 2

In(4)

In(4)
[ f(x)dx= E e?* - 4ex} - B e?M4) 4e'”(4)} - B e’ - 4e°}

0 0

16-4-4 |~ 1.1_4.1 :_g

2 2

A el asEE
2| 2

N |

>

A3 | Ausfluhrliche Lésung

ro—
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